
 1 

 

 

 

 

 

 

 

5.5 加速度 

  点 P の加速度を求めるには式(5.43)を枠O に対して時間で1回微分する。 
 

  ( ) ( ) ( ) ( )
O O O O

O P O B B P OB BPd d d d
dt dt dt dt

= + + ´v v v ω r
d dd d d  (5.65) 

 
枠O 内での速度と枠 B 内での速度の時間微分、すなわち加速度を 
 

  ( ) ( ) ( ), ,
O O B

O P O P O B O B B P B Pd d d
dt dt dt

= = =a v a v a v
d d dd d d  (5.66) 

 
と書く。式(5.65)の右辺第2項、第3項に輸送則の式(5.36)を適用して 
 

  ( ) ( )
O B

B P B P OB B P B P OB B Pd d
dt dt

= + ´ = + ´v v ω v a ω v
d d dd d d d  (5.67) 

 

  

( ) ( ) ( )

( )

( )

O B
OB BP OB BP OB OB BP

B B
OB BP OB BP OB OB BP

B OB BP OB B P OB OB BP

d d
dt dt

d d
dt dt

´ = ´ + ´ ´

æ ö÷ç ÷= ´ + ´ + ´ ´ç ÷ç ÷ç ÷è ø

= ´ + ´ + ´ ´

ω r ω r ω ω r

ω r ω r ω ω r

α r ω v ω ω r

d d d d d d d

d d d d d d d

d d d d d dd

 (5.68) 

 
式(5.65)に式(5.66)～式(5.68)を用いると 
 
  ( )2O P O B B P OB B P OB BP OB OB BP= + + ´ + ´ + ´ ´a a a ω v α r ω ω r

          (5.69) 

 

を得る。なお OBα


は次式でわかるとおり、 OB O OB B OBº =α α α
 

となる角速度ベク

トルである。すなわち 
 

  ( )
O

OB O OB OBd
dt

= ºα α ω
d d d ( ) ( )

B B
OB OB OB OB B OBd d

dt dt
= + ´ = =ω ω ω ω α

d d d d d
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となる。 O Pa


と O Ba


は点 P 、点 B の枠O に対する加速度、 OB BP´α r


は移動枠の

回転角加速度による加速度、 OB OB BP´ ´ω ω r
 

は点 P の向心加速度である。B Pa


は

枠 B 内の観測者から見た加速度である。 2 OB B P´ω v
 

はコリオリ(Coliolis)の加速

度と呼ばれ、 B Pv


の方向変化と OB BP´ω r


における BPr


の大きさの変化の和であ

る。 

もし図5.4において、点 P が剛体 B 上に固定されているとすると(図4.2参照) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
  ,B P B P= =v 0 a 0

  (5.70) 
 
であるから式(5.69)は 
 
  O P O B OB P OB OB P= + ´ + ´ ´a a α s ω ω s

     

 (5.71) 
 

となる。ただし BPr


を Ps


と書いた。 

  OBα


を枠O と枠 B の成分で表示すると 
 
  ( ) ( )O T B TOB OB OB¢= =α e α e α



 (5.72) 
 
これより 
 
  ( ) ( )

( )
( ) ( )

( )4.6 2.24

O B T O O TOB OB OB OB OB OB

b
α e e α e e A α A α¢ ¢ ¢= × = × =  (5.73) 

 

図4.2  物体上の点 P の 
位置(再掲) 

図5.4  点 P  の位置ベクトルと 
複数の枠 (再掲) 
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となる。ここで、式(5.66)および式(5.68)を枠O および枠 B の成分で分解する。

加速度は 
 

  
( ) ( )

( ) ( )

,O T O TO P O P O B O B

B T O TB P B P OB B P

= =
¢ ¢= =

a e a a e a

a e a e A a





 (5.74) 

 
となり、コリオリの加速度は 
 

 (5.75) 
  
 
 

となる。また、向心加速度は 
 

  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

( )

( )

2.29

(2.29)

(4.6 )

TT TB B BOB OB BP OB OB BP

TT B BOB OB BP

B T OB OB BP

O T OB OB OB BP

b

ω ω r ω e ω e e r

ω e e ω r

e ω ω r

e A ω ω r

¢ ¢ ¢´ ´ = ´ ´

¢ ¢ ¢= ´

¢ ¢ ¢=

¢ ¢ ¢=





 

 

 (5.76) 

 
となるから、式(5.69)は 
 
  ( )2O P O B OB B P OB B P OB BP OB OB BP¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢= + + + +a a A a ω v α r ω ω r     (5.77) 

 
となり、式(5.71)は 
 

  
( )
( )

O P O B OB OB P OB OB P

O B OB OB OB OB P

¢ ¢ ¢ ¢ ¢= + +

¢ ¢ ¢ ¢= + +

a a A α s ω ω s

a A α ω ω s

  

  

 (5.78) 

となる。ただし BP¢r を P¢s と書いた。 

 

 

 

[補足説明5.5_1] ロボットアームの角加速度と加速度  

(H.Baruhの本の p.130-132を参照にした) 

 補足図5.2のロボットアームのモデルを考える。これは回転する垂直に自立する軸に取り

付けられたロボットアームである。第一のアーム HBは垂直の軸に回転ジョイントで連

結されている。第二のアームは並進ジョイントにより第一のアームに結合され、第一

 

 
(5.47)

(5.47)

2 2 O TOB B P OB OB B P

O TOB BP OB OB BP

ω v e A ω v

α r e A α r

 

 

 






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のアームに対して平行にスライドする。 

 軸は回転角 ( ) 0.2 [rad]t tq = で運動する。これに対して第一アームは

( ) ( / 4)(1 sin ) [rad]t td n n= ) 、第二アームは ( ) 3 [cm]r t t= の相対運動をする。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 このとき、ロボットアームの角速度 ABω


と角加速度 ABα


および頂点 P の速度

A Pv


と加速度 A Pa


を求めてみよう。 

軸中心の点を H とし、回転する第一アームの先端の点を B とする。これらの

点に二つの枠 H と枠 B を補足図5.3のように設置する。枠 H は回転軸に固定され

ている。枠 B を第一アームの点 B に取り付け、第二アームがスライドする方向

を 2b 軸方向と一致させる。なお枠 Aは全体固定枠(静止枠)であり、その原点 Aは

回転軸の中心と基部の交点の基部上にあるものとする。 

 まず、角速度 AHω


と HBω


はつぎのようになる。 

 
2

3 3 1 10.2 rad /s, cos rad /s
4

AH HB tω h h ω h hpo d p= = = =
d d d d

d d

   (a) 

ただし 1 2 3, ,h h h
 

は枠 H の 1 2 3, ,h h h 軸の基底ベクトルである。さらに枠 B の

1 2 3, ,b b b 軸の基底ベクトルを 1 2 3, ,b b b
 

とおく。 

•  
P  2b  

3b  

φ  
•  

B  

φ  
1h  

2h  

3h  

θ&  
H  

H  

φ  

B  
θ&  P  

A  

g  
r
 

0.6m  

スライド腕 

補足図5.2 ロボットアームのモデル 補足図5.3 二つの相対枠の定義 
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点 P の枠 B に対する相対変位 BPr


と相対速度 B Pv


および点 P の枠 H に対する

相対変位 HPr


はつぎのようになる。 

 2 20.03 m, 0.03 m/sBP B Ptr b v b= =


   (b1) 

 2(0.6 0.03 ) mHP tr b= )


  (b2) 

 枠 B と枠 H の基底ベクトルの間の関係は 

 
1 1 1

2 2 2

3 3 3

1 0 0 1 0 0
0 cos(90 ) sin(90 ) 0 sin cos
0 sin(90 ) cos(90 ) 0 cos sin

b h h

b h h

b h h

ffff  
ffff  

é ù é ù é ùé ù é ùê ú ê ú ê úê ú ê úê ú ê ú ê úê ú ê úê ú ê ú ê ú= - - - = -ê ú ê úê ú ê ú ê úê ú ê úê ú ê ú ê ú- -ê ú ê úë û ë ûê ú ê ú ê úë û ë û ë û

fff 

fff 

fff 

 (c1) 

 
1 1

2 2

3 3

1 0 0
0 sin cos
0 cos sin

h b

h b

h b

ff
ff

é ù é ùé ùê ú ê úê úê ú ê úê úê ú ê ú= ê úê ú ê úê úê ú ê ú-ê úë ûê ú ê úë û ë û

ff

ff

ff

 (c2) 

である。なお、これはベクトリックス ( ) ( )
1 2 3 1 2 3[ ] , [ ]B T H Te b b b e h h hº º
    

と基本

回転マトリックス ( )xR f を用いて ( ) ( )( )B H
xe R ef= および ( ) ( )( )H T B

xe R ef= と書け

る。 

式(c2)を用いて 

 1 1
HBω h bff = =

ff

f

   (d1) 

 3 2 3cos sinAHω h b boofof    = =- +
fff 

f

    (d2) 

と書ける。さらに 

 30.6 m/sH Bv bf=
f

f

  (e1) 

 20.03 m/sB Pv b=


  (e2) 

である。ここで、あとで使う HB BPω r´


を計算すると 

 1 2 30.03 0.03 m/sHB BP t tω r b b bff ´ = ´ =
fff 

ff

   (f) 

 枠 H に対する点 P の速度 H Pv


は枠 H に対する枠 B の相対速度を用いて 

 3 2 3

2 3

0.6 0.03 0.03

0.03 (0.6 0.03 ) m/s

H P H B B P HB BP t

t

v v v ω r b b b

b b

ff

f

= ))  ´ = ))

= ))

fff 

ff fff 

 

ff



 (g) 

と書ける。 

先端の点 P の枠 Aに対する速度 A Pv


は 
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 A P A H H P AH HPv v v ω r= + + ´
     (h) 

と書ける。ここで 

 A Hv 0=
   (i1) 

 2 3 2

1

( cos sin ) (0.6 0.03 )

(0.6 0.03 ) sin m/s

AH HP t

t

ω r b b b

b

ofof  

of

´ = - ) ´ )

=- )

fff 

ff

 

f



 (i2) 

であるから式(h)に(g)、(i1)および(i2)を用いて次式を得る。 

 2 3 1

1 2 3

0.03 (0.6 0.03 ) (0.6 0.03 ) sin

(0.6 0.03 ) sin 0.03 (0.6 0.03 ) m/s

A P A H H P AH HP

t t

t t

v v v ω r

0 b b b

b b b

f q f

q ff

= ))  ´

= )))   - )

=- ))))  

ff fff 

fff 

 

fff 

 

 (j) 

ここまでの計算では、枠 H と枠 B の二つの枠を利用して定式化してきた。以

下では、一つの枠 B を用いて定式化する。枠 B はロボットの第一アームに固定

された物体固定枠である。枠 Aに対する枠 B の動きを考える。 

枠 Aに対する枠 B の角速度 ABω


は 

 3 1 2 3 1

1 2 3

( cos sin )

cos sin

AB AH HBω ω ω h h b b b

b b b

ofofff    

fofof   

= ) = ) = - ))

= - )

fffff   

fff 

   

fff 

  

 (k) 

となる。先端 P の速度 A Pv


を枠 B を基に記述すると 

 A P A B B P AB BPv v v ω r= + + ´
     (l) 

となる。ここで 

 0
A AH A HB A HB A AH

A B d d d d
dt dt dt dt
r r r rv = + = ¬ =
d d d d

d



AHr


は時間不変 

 0
B HB B HB

AB HBd d
dt dt
r rω r= + ´ ¬ =
d d

d d



HBr


は枠 B 上の不変ベクトル 

 AB HBω r= ´
   (m) 

と書ける。以上より 

 1 2 3 2

1 3

( cos sin ) 0.6

0.6 sin 0.6 m/s

A B AB HBv ω r b b b b

b b

fofof   

off 

= ´ = - ) ´

=- )

ffff  

ff f

  

ff

 

 (n1) 

 20.03 m/sB Pv b=


  (n2) 
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 1 2 3 2

1 3

( cos sin ) 0.03

0.03 sin 0.03 m/s

AB BP t

t t

ω r b b b b

b b

fofof   

off 

´ = - ) ´

=- )

ffff  

ff

  

ff

 

 (n3) 

となる。 
 

加速度 A Pa


を求める。まず、枠 Aに対する枠 B の角加速度 ABα


は 

 AB AH HB AH HBα α α ω ω= + + ´
      (o) 

と書ける。ここで、 

 
3

2
1 1, ( ) sin m/s

4
AH HB t tα 0 α h hnf n= = =-

ff

ff

  (p1) 

 2 2
3 1 2 20.05 cos m/sAH HB tω ω h h h hofofpp    ´ = ´ = =
ffff  

ff

     (p2) 

であるから、枠 Aに対する枠 B の角加速度 ABα


は 

 

3
2

1 2

3
2

1 2 3

3
2 2 2

1 2 3

sin 0.05 cos
4

( sin ) (0.05 cos )(sin cos )
4

sin (0.05 cos )sin (0.05 cos )cos m/s
4

AB t t

t t

t t t

α h h

b b b

b b b

n n n n

n n n n ff

n n n n f n n f

=- )

= - ))

=- ))

ff

f

fff 

fff 

(q)  

となる。 

 加速度 A Pa


は 

2A P A B AB BP AB AB BP AB B P B Pa a α r ω ω r ω v a= + ´ + ´ ´ + ´ +
          (r) 

ここで 20.03 m/sB Pv b=




であるから B Pa 0=


である。 

 点 B の加速度 A Ba


は 

 A B AB HB AB AB HBa α r ω ω r= ´ + ´ ´
       (s) 

であるから、式(r)の右辺の最初の三つの項は式(s)を用いて 

 
( ) ( )

A B AB BP AB AB BP

AB HB AB AB HB AB BP AB AB BP

AB HB BP AB AB HB BP

AB HP AB AB HP

a α r ω ω r
α r ω ω r α r ω ω r
α r r ω ω r r
α r ω ω r

) ´ ) ´ ´
= ´ ) ´ ´ ) ´ ) ´ ´
= ´ ))  ´ ´ )
= ´ ) ´ ´

    

        

     

   

 (t) 

式(t)の最終式の右辺の二つの項と式(r)の右辺第四項を評価して、これらの和を

取ると 
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3
2 2

1 2 3

2
3

2 2
1 3

( sin (0.05 cos )sin (0.05 cos )cos )
4

(0.6 0.03 )

(0.6 0.03 )[ (0.05 cos )cos sin ] m/s
4

AB HP t t t

t

t t t

α r b b b

b

b b

n n n n f n n f

nn n f n

´ = - ))

´ )

= ) - -

fff 

ff

f

ff

 

   (u1) 

 
1 2 3 1 2 3

2

2 2 2 2 2
1 2 3

( cos sin ) ( cos sin )

(0.6 0.03 )

(0.6 0.03 )[ cos ( sin ) cos sin ] m/s

AB AB HP

t

t

ω ω r b b b b b b

b

b b b

fofoffofof        

offfofoff      

´ ´ = - ) ´ - )

´ )

= ) - - ) -

ffffff    

fff 

     

f

fff 

    

 

   (u2) 

 1 2 3 2

2
1 3

2 2( cos sin ) 0.03

0.06 sin 0.06 m/s

AB B Pω v b b b b

b b

fofof   

off 

´ = - ) ´

=- )

ffff  

f f

  

ff

 

 (u3) 

の計算を経て、点 P の加速度 A Pa


は 

 

3
2

1 3

2 2 2 2
1 2 3

1 3

2

(0.6 0.03 )[ (0.05 cos )cos sin ]
4

(0.6 0.03 )[ cos ( sin ) cos sin ]

0.06 sin 0.06

A P A B AB BP AB AB BP AB B P

t t t

t

a a α r ω ω r ω v

b b

b b b

b b

nn n f n

offfofoff      

off 

= ) ´ ) ´ ´ ) ´

= ) - -

))  - - ) -

- )

ffffffff        f

ff

fff 

    

ff

 

 

 

2
1

2 2 2
2

3
2 2

3

(0.6 0.03 )(0.05 cos cos cos ) 0.06 sin

(0.6 0.03 )( sin )

(0.6 0.03 )( sin cos sin ) 0.06 m/s
4

t t

t

t t

b

b

b

n n foffof   

fof 

n n offf  

é ù=- )))  ê úë û
é ù- )) ê úë û
é ù
ê ú) - )))  ê úë û

f

  

f

 

f

 

 (v) 

となる。 
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