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5.1.3 角速度ベクトルの性質 

  角速度ベクトルにはいくつかの性質がある。全体基準枠と移動回転枠を交換

すると角速度ベクトルの符号が変わる。すなわち 
 
  OB BO=-ω ω

 

 (5.19) 
 
これを証明するために 3

OB BO =A A I を時間で微分すると 
 
  OB BO OB BO+ =A A A A 0   
 
を得る。これに式(5.16) *を代入し、微分項を消去すると 
 
  OB BO BO OB OB BO

B B+ =A ω A A ω A 0   
 
となる。これに式(4.20)、すなわち 
 

  
( )
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OB BO BO OB BO
B B

OB OB BO OB OB
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A ω A A ω
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を代入し～をとると 
 
  OB BO OB OB

B B+ =A ω A ω 0  
 
となる。この式は任意の OBA に対して成り立つから 
 
  BO OB

B B+ =ω ω 0  (5.20) 

となる。 ,BO OB
B Bω ω はいずれも枠 B の成分であるから OB BO=-ω ω

 

と書くことが

でき式(5.19)が得られた。角速度ベクトルには加法性、すなわち 
 
  OC OB BC= +ω ω ω

  

 (5.21) 
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が成り立つ([補足5.1]参照)。 

 

[補足5.1]  枠C 内に固定された任意ベクトル u


に対して、 ( )C d dt =u 0


となるか

ら 
 

  ,
O B

OC BCd d
dt dt

= ´ = ´u uω u ω u
 

    (5.22) 

 
となる。一方ベクトル u



の微分に関しては後述の式(5.36)より 
 

  
O B

OBd d
dt dt

= + ´u u ω u
 

   (5.23) 

 
となる性質がある。式(5.23)に式(5.22)を代入すると 
 
  OC BC OB´ = ´ + ´ω u ω u ω u

      (5.24) 
 
枠C 内のすべての u



について式(5.24)が成立するから 
 
  OC OB BC= +ω ω ω

  

 (5.25) 
 
となる。 ◇ 

 

[例題5.2]  対称なこまの回転運動 2) 

  図5.3のように全体基準枠O 内で運動するこまを考える。こまは対称形状を

しており、頂点C が点O に接しながら回転しているとする。こまは水平には移 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
図5.3  対称なこまの運動 
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動しないものとする。オイラー角の回転変換を逐次、 3( ) 1( ) 3( )f q y- - の順序

で行ない、枠O XYZ- ®枠O x y z¢ ¢ ¢ ¢- ®枠O x y z¢¢ ¢¢ ¢¢ ¢¢- となったとする。 

枠O に対する枠O¢¢の回転角速度 OO¢¢ω


は 
 
  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )(sin cos )OO OO O O O O O O O

Z x y z xω ω ω e e e e ef q f q q q¢¢ ¢ ¢ ¢¢ ¢ ¢¢ ¢¢ ¢¢= + = + = + +
       

     (5.26)    

となる。この角速度に z¢¢軸まわりのスピン角速度 ( )O B O
zy¢¢ ¢¢=ω e

 

 を加えると、枠

O に対するこまの(枠 B の)回転角速度ベクトル OBω


が求まる。この相対基準枠

O¢¢ を特別に F 枠と呼ぶことにする2)。これに伴い、基底ベクトルとして  

( ) ( ) ( ), ,O O O
x y z

¢¢ ¢¢ ¢¢e e e
  

の代わりに新たに , ,x y zf f f
  

を割当てることにする。こまの角速度

ω


は 
 

 OB OF FB OO O B¢¢ ¢¢º = + = +ω ω ω ω ω ω
     

 (5.27) 
 
 sin cosOF OO

x y zq f q f q¢¢= = + +ω ω f f f
  

 

     ,    FB O B
zy¢¢= =ω ω f


 

  (5.28) 
 
と書くことができ、最終的にω



は 
 

 sin ( cos )OB
x y z x x y y z zq f q f y w w w= = + + + º + +ω ω f f f f f f
     

 

  
  (5.29) 

 

となる。 枠O に対するこまの重心の速度 0
Gv


は 
 
 0 [ sin ( cos ) ]G CG

x y z G zrq f q f q y= ´ = + + + ´v ω r f f f f
   

 

  
  

 (5.30) 
 
となる[式(5.43)参照]。 ◇ 
 
 
--------------------------------------------------------------------- 

One point  角速度ベクトルに関連する種々の公式 

(1) 座標変換マトリックス OBA の時間微分 ( )OB OBd dtA Aº は角速度ベクトル  

OBω および OBω¢ から作られるチルダマトリックス OBω および OBω¢ との間に 

 ,OB OB OB OB OB OBA ω A A A ω¢= = 

   (5.31) 

の関係がある[式(5.16)参照]。これはしばしばポアソンの運動学関係式と呼ばれ

る。この式は OBA の時間微分を求めるときに良く用いられる(9.3節参照)。 

(2) 移動枠内で一定成分を持つベクトル c


に対して 

 c ω c= ´
  

  (5.32) 

sinG x G y G y x G x yr r r rf f f ff q q w w= - = -
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が成立する[式(5.6)**参照]。これは式(5.31)と同形である。 

(3)  枠Oに対して枠 B があるとき、次式が成立する[式(5.10)参照]。 

 
( )

( ) ( )
B B T

B T B T OB
B

d
dt
e ω e e ω= ´ =



  

---------------------------------------------------------------------- 
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---------------------------------------------------------------------- 

*  式(5.16)は次式で与えられる。 

 OB OB OB OB OB
B O= =A A ω ω A

   (5.16) 

** 式(5.6)は次式で与えられる。 

 = ´c ω c
  

  (5.6) 

---------------------------------------------------------------------- 
 

 

[補足例題5.1_1] 自転車の車輪の角速度 

 角運動量が保存される授業の道具としてよく、補足図5.1(a), (b), (c)に示す

ような車輪が用いられる。 

 

 

 

 

 

 

 

(a) (b) 
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補足図5.1(a)は人が自由に回転できる椅子に座って、回転する車輪の軸を軸受を介

してつかんでいる様子である。車輪は一定回転速度f  ( 4rad/sf= )で回転していると

する。このときの座標系と基底ベクトルを図(b)に示す。車軸の右方向を x 軸にとり、

上方向を z 軸として、全体枠の Z 軸と一致させている。右手系で決る残りの座標軸

が y 軸である。この図では y 軸は手前から奥の方向が正である。 

 ある与えられた瞬間に椅子 (chair)の回転角速度 chairω


は z 軸の正方向に

0.6 rad/sy= で与えられているとする。すなわち 

 chair 0.6 0.6z z Zω e e ey= = =
   

  (a) 

ただし Ze


は Z 軸の基底ベクトルである。  

図(c)はこの人がつぎに体の中心線を z 軸から y- 軸回りに 0.3rad/sq = で傾け、傾き

角が 15q =- になった状態を示している。このとき車軸も同様の運動をするとする。す

ると、椅子に対する人の相対角速度 body /chairω


は 

 body /chair 0.3 0.3y y yω e e eq ¢ ¢=- =- =-
   

  (b) 

と書ける。車輪の回転角速度は wheel / bodyω


と表わされ 

 wheel / body 4x xω e ef ¢ ¢= =
  

  (c) 

補足図5.1 車輪の角速度 

(c) 

,Z z  

x
 

,y y¢
 

chairw
 

body /chairw
 

wheel / bodyw
 

z ¢
 

,y y¢- -
 

x¢
 

15q =-   
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と書ける。以上より車輪の角速度ω


は式(5.25)の性質を利用して 

 chair body /chair wheel / body 0.6 0.3 4z y xω ω ω ω e e e¢ ¢= + + = - +
        (d) 

と書ける。図示した瞬間では x y z 座標系の基底ベクトル , ,x y ze e e
  

と x y z¢ ¢ ¢座標系の基

底ベクトル , ,x y ze e e¢ ¢ ¢  

の間には 

 
cos( ) 0 sin( ) cos 0 sin

0 1 0 0 1 0
sin( ) 0 cos( ) sin 0 cos

x xx

y y y

z z z

e ee
e e e

e e e

q q q q

q q q q

é ù é ùé ù ¢ ¢é ù é ù- - -ê ú ê úê ú ê ú ê úê ú ê úê ú ê ú ê ú¢ ¢= =ê ú ê úê ú ê ú ê úê ú ê úê ú ê ú ê ú- - - ¢ ¢ê ú ê úê ú ê úê ú ë û ë ûë û ë û ë û

 

  

  

 (e) 

の関係があるから 

 (sin ) (cos ) sin15 cos15 0.2588 0.9659z x z x z x ze e e e e e eq q¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢= + = + = + 

        (f) 

を得る。これを式(d )に代入すると車輪に固定された座標系を用いて角速度は 

 
0.6 0.3 4 0.6 (0.2588 0.9659 ) 0.3 4

4.1553 0.3 0.5795
z y x x z y x

x y z

ω e e e e e e e

e e e

¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢= - + = ´ + - +
¢ ¢ ¢= - +

       

  

 (g) 

と書ける。これは基底ベクトル , ,x y ze e e
  

を用いて書くこともできる。 


