
 1 

 

 

 

 

 

 

 

4.3 回転姿勢の表現 

  図4.3は基準枠O xyz- と剛体固定枠 B x y z¢ ¢ ¢- である｡これら二つの枠の原点

は一致しているとし、回転前にもこれらの二つの枠は一致していたとする。はじ

めに枠O と一致していた剛体固定枠 B が単位ベクトル u


を回転軸 (姿勢軸)とし

て右ねじの方向にQだけ剛体回転して図4.3の B x y z¢ ¢ ¢- の状態になったとする。

図4.4は図4.3の回転軸の部分の拡大図である。図4.4において b


は回転前の剛体

上のベクトル OP


､ a


はこの OP


の回転後のベクトル OQ


である｡ ベクトル

UP = d




とUQ = c




はベクトル u


に垂直であるとする｡ ベクトルの幾何学的関係 

 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

SL第13回  SL-MBD(1)_4.4_4章位置と姿勢-回転

姿勢の表現 
もっと知りたい方は

nobushim@motionlabo.comまで 

今回はSL(short lecture)第13回目。4章の位置と姿勢の内容を七回にわたって

講義している。今回はその四回目である。物体の運動を記述する場合、その位置と姿

勢を表現することが第一義的である。物体の位置を表現する方法を前回に学んだ。

今回は物体の姿勢を表現する方法を学ぶ。  2021.07.08  清水 

図4.3  基準枠の回転 
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より 

 

 ( ) ( )cos sinOU UH HQa b u u d u dQ Q= + + = × + + ´
  

  

   

 (4.29) 

 

 ( )OU UP= + = × +b b u u d
 

  

 

 (4.30) 

 

式(4.29)と(4.30)からd


を消去すると ´ = ´u d u b
 

 

が成り立つから 

 

 ( ) ( ){ } ( )cos sinQ Q= × + - × + ´a b u u b b u u u b
   

     

 (4.31a) 

 

となる。図4.4より ( )d b b u u u u b= - × =- ´ ´
   

   

の関係が得られるから式(4.31a)

は 

 

 ( ) ( )22 ( ) sin sin
2
Q Q= + ´ ´ + ´a b u u b u b

  

   

 (4.31b) 

と書ける。 

u


の枠O の成分表示 Ou と枠 B の成分表示 Bu は等しく、これを u と書く。すな

わち 

 

図4.4  物体に固定したベクトルの

有限回転 

u d u b´ = ´
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 O B= ºu u u   (4.32) 

 

と書ける。したがって、ベクトル a


を枠 ( ){ }, OO e の成分で表わすと式(4.31a)よ

り 

 

 ( ) ( ){ } ( )cos sinT T
O O O O OQ Q= + - +a u b u b u b u ub  (4.33a) 

 

式(4.31b)は 

 

 ( ) ( )22 sin sin
2O O O O
Q Q= + +a b uub ub   (4.33b) 

 

となる。ここで ( ) ( ) ( )T T T
O O O= =u b u u u b uu b と書けるから式(4.33a),( 4.33b)

は 

 

 ( ){ }3 cos sinT T
O Oa uu I uu u bQ Q= + - +   (4.34a) 

 

 2
3 2 sin sin

2O O
Q Q

ì üï ïï ï= + +í ýï ïï ïî þ
a I uu u b   (4.34b) 

 

となる。回転前のベクトル b


が、回転してベクトル a


となったのであるから、a


の枠 ( ){ }, BB e に対する成分と b


の枠 ( ){ }, OO e に対する成分とは同一である。した

がって 

 

 B O=a b   (4.35) 

 

となる。一方、座標変換の式(4.15)より BO
B O=a A a であるから 

 

 BO
B O O= =a b A a        または       OB

O O=a A b  (4.36) 

 

式(4.34a)と(4.36)の第2式の比較より座標変換マトリックス OBA は 

 

 ( )3 cos sinOB T T Q Q= + - +A uu I uu u  (4.37a) 

 

または式(4.34b)と(4.36)の第2式の比較により 

 

 2
3 2 sin sin

2
OBA I uu uQ Q= + +   (4.37b) 

 

となる。このマトリックスの逆は T =-u u を用いて、式(4.37a)より 
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 ( )3 cos sinBO T T Q Q= + - -A uu I uu u  (4.38a) 

 

または式(4.37b)より 

 

 2
3 2 sin sin

2
BO Q Q= + -A I uu u   (4.38b) 

 

を得る。 微小回転の場合には、Qを小さな量Dq とおいて、式(4.37),( 4.38)

より 

 

 3
OB Dq= +A I u  (4.39) 

 

 3
BO Dq= -A I u  (4.40) 

 

となる。これを OB
O O=a A b に代入すると 

 

 ( )3O O O ODq Dq= + = +a I u b b ub   (4.41) 

 

となる。これを幾何ベクトル表記に戻すと 

 

 Dq= + ´ = + ´a b u b b Δθ b


   

 

 (4.42) 

 

ただし 

 

 Dq=Δθ u




  (4.43) 

 

とおいた。すなわち微小回転はベクトルΔθ


として表現される(ベクトル量である

ことの厳密な証明は文献1)の59ページにある) 。これに対してQによる有限の

回転はベクトル量では表わされない。 

回転変換は姿勢軸 u


まわりに行われるから u は ( )OB=A A の変換に対して不変

であり、固有値 1l = の固有ベクトルとなっている。すなわち 

 

 =A u u   (4.44) 

 

が成立する。 

 

 



 5 

[補足説明4.3_1]  座標変換マトリックスについての補足講義 

補足講義ではショートレクチャーを補足する目的に加えて、発展的な幅広いテーマ

を扱っている。今回は後者の補足講義である。 

第10回ショートレクチャ―の[補足説明4.1_1] 座標変換マトリックスの記号の説

明では、座標変換マトリックス(回転変換マトリックスまたは回転テンソル)に使用される

いくつかの記号を紹介した。ここではその中で文字 R を使用する。その理由は、柔軟

マルチボディダイナミクス、連続体力学などの変形を扱う領域では、R が多用されてい

るからである。特にことわらない限り、この R は本文の A と同じ意味である。したがって

剛体力学を扱う限りにおいてはR は A と、 A はR と相互におきかえられる。 

まず準備として直交射影オペレータ uP を説明する。つぎに uP を用いて回転変換マ

トリックス R を導出する。この導出法は本文で述べた方法とは異なり解析的な方法であ

る。 

 

(1) 直交射影オペレータ uP  

任意のベクトル , ,u v a
 

に対して、ベクトル三重積(vector triple product)

をドット積で表わすと 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )T T T Tu v a v u a u v a u v a v u a u v a v u u v I a´ ´ = × - × Þ = - = -
       

    

  (a1) 

と書ける。 

ここで、任意の u と v をいずれも単位ベクトルu とおくと 1Tu u = であるから式

(a1)の右の式は 

 ( ) ( )Tuu a u u I a= -   (a2) 

となる。 uP を 

 T T
uP I u u u uº - =    (b1) 

と定義すると、式(a2)は 

 ( ) ( )T T
uP a I u u a u u a= - =    (b2) 

と書ける。この uP は直交射影オペレータ(orthoganal projection operator)と

呼ばれる線形変換であり、補図4.3.1において、任意のベクトル a


を単位ベクト 
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ル u


に直交する平面  へ射影するベクトルを生成する作用素であることがわか

る。したがって uP aは本文の図4.4では、b


から成分 ( )d b b u u= - ×
  

 

u u b=- ´ ´


 

を

計算する演算に対応している。 

なお uP には次の性質がある。この式は後で使用される。 

 T
uuP u uu u u= - =     (c) 

  

(2) 回転変換マトリックスR の性質 

ショートレクチャーの本文で述べた方法とは異なる方法により R マトリックスを導出し

てみる。ショートレクチャーで述べた方法は標準的であるが、そのほかにもいろいろな

方法がある。ここで紹介する(1)のはその一つである。 

 

(1) M. Geradin and A. Cardona, Flexible Multibody Dynamics, A Finite 

Element Approach, John Wiley & Sons, Ltd (2000), p.50-51. 

 

補図4.3.2において物体固定枠 B は回転前には空間に静止する全体枠Oと一致してい

るとする(二つの枠の原点Oと B は回転後も一致しているとする)。原点Oを通る回転軸u  

( )
( )u

u u a
I P a
×

Þ -

 

 

a


 

u


 

( )a u u a- ×
  

 u a´


 

補図4.3.1  直交射影オペレータ uP を導出する図 

  

uP aÞ  

( )
( )T

u
T T

u

a u u a
I uu a

P a
P I u u u u

- ×
Þ -

=
º - =

  

 

 

( )
( )

T

u

u u a uu a
I P a

× Þ
= -
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まわりの物体の回転を考える。補図4.3.2は、はじめ静止している物体に固定されたベクト

ル X が原点Oを通る回転軸u (単位長さ)まわりにfだけ回転してベクトル xになった状態

を示している。全体枠Oの基底ベクトルを ( ) , 1,2,3O
j je = とし、物体固定枠 B の基底

ベクトルを ( ) , 1,2,3B
j je = とする。この回転により初期に枠Oと一致していた枠 B と枠

B に固定されている X は同時に回転して、回転後の新たな枠 B と x に移動した(補図

4.3.2はその状態を示している)。 

X と xの関係は回転テンソルR により 

 x R X=  (d1) 

となる。ここでは矢印のついた幾何ベクトルの代わりに矢印のつかない代数ベクトル

(列マトリックス)で表わしている。すなわち x


と X


および ( )O
ie


と ( )B
ie


に対して 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3

O O O O O O O
j j

j

x x x x x x xx e e e x e e e e= + + Þ = + + =å    (e1) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3

B B B B B B B
j j

j

X X X X X X XX e e e X e e e e= + + Þ = + + =å


  

(e2) 

と書いている。 x および X は成分表記で次のようにも定義される。その他のベクトルについ

ても同様である。 

 1 2 3[ ]Tx x xx = ,    1 2 3[ ]TX X XX =  (f) 

u


 

f  

X


 

x


 

Y


 

y


 

,O B  ( )
1

Oe


 

( )
2
Oe


 

( )
3
Oe


 

( )
1

Be


 
( )
2
Be


 

( )
3

Be


 

1x  

2x  

3x  

補図4.3.2  物体に固定された有限回転 
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回転変換後の基底ベクトル ( )B
ie は回転前の枠Oの基底ベクトル ( )O

ie により 

 ( ) ( ) , 1,2,3B O
i i ie R e= =  (g) 

と書ける。ここで枠Oの基底ベクトルは 

 ( ) ( ) ( )
1 2 3[1 0 0] , [0 1 0] , [0 0 1]O O OT T Te e e= = =  (h) 

である。 

初期の回転前の枠 B (=枠O )に対するベクトル X は 

 ( )O
j j

j

XX e=å  (i) 

と書ける。このベクトルの回転後のベクトル xは 

 ( ) ( )O O
j j j j

j j

X Xx R X R e Re= = =å å  (d2) 

( )O
ie は回転テンソルR を用いて式(g)と書けるから 

 ( ) ( )O B
j j j j

j j

X Xx Re e= =å å  (d3) 

となる。一方、 xは定義により枠Oに対する成分表示により 

 ( )O
i i

i

xx e=å  (d4) 

と書ける。 xの成分 ix は xと ( )O
ie の内積であるから、式(d3)により 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )O O B O BT T T
i i i j j i j j

j j

x X Xe x e e e e= = =å å  (d5) 

ここで 

 ( ) ( )( )O BT
i j i jR e e=  (j) 

とおくと 

 1 1 2 2 3 3i i j j i i i
j

x R X R X R X R X= = + +å  (d6) 

となる。これよりR は 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 2 1 3

2 1 2 2 2 3

3 1 3 2 3 3

( ) ( ) ( )

[ ] ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

O B O B O BT T T

O B O B O BT T T
i j

O B O B O BT T T

R

e e e e e e

R e e e e e e

e e e e e e

é ù
ê ú
ê ú
ê ú= = ê ú
ê ú
ê úë û

 (k) 

であることが分かる。すなわち R の要素 ( ) ( )( )O BT
i j i jR e e= は枠O と枠 B の基底ベクトル間の

内積(方向余弦)となっている。 
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(3) 回転変換マトリックスR の導出 

 二つのベクトル X と xの間には回転テンソルR をはさんで 

 x R X=   

となる性質のあることを見てきた(式(d1))。ベクトル X を回転軸ベクトルu と平行なベクトル

( )uI P X- と垂直なベクトル( u に直交する平面  への射影ベクトル) uP Xに分解すると 

 ( )u uX I P X P X= - +  (l1) 

となる。同様にベクトル xも分解して 

 ( ) ( )u u u ux I P x P x I P X P x= - + = - +  (l2)  

となる。ただし幾何学的に明らかな関係式 

 ( ) ( )u uI P x I P X- = -  (m) 

を用いた。この式は X の u に平行なベクトルの成分と xのu に平行なベクトルの成分が同

一であることから、成立する。 

射影ベクトルは定義により 

 uY P X=  (n1) 

 u uy P x P RX= =  (n2)  

となる(補図4.3.2参照)。したがって式(l1)と(l2)は 

 ( )uX I P X Y= - +  (l3) 

 ( )ux I P X y= - +  (l4) 

この二つの式を比較することにより、二つの式の右辺第一項は等しいから、直交射影

成分 y は直交射影成分Y から純粋な回転により得られることが分かる。 

 これまでに見てきたように幾何ベクトルの Y


と y


は同一平面 上のベクトルである

ことから、これらの間には二つのベクトルの外積と内積に関して、次の関係が成立する

(補図4.3.2参照)。 

 
2 2

sin sin sinY y Y y u Y u Y y Y uf f f´ = = Þ =
   

   

  (o1) 

 
2 2

cos cosTY y Y Y y Yf f× = Þ =
  

  (o2) 

この二つの式は係数マトリックスが
TTY Yé ùê úë û

 である (4 3)´ の連立方程式

 
2 2sin sin

, ,
cos cosT T

u uY Y
y Y Ay b A b Y

Y Y
f f

f f

é ù é ùé ù é ùê ú ê úê ú ê ú= Þ = = =ê ú ê úê ú ê úê ú ê úë û ë ûë û ë û

 

 

 (p1),(p2) 
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を形成している。式(p1)は一般的に、(p2)のように書ける。式(p2)の解は一般的に

Moore-Penroseの擬似逆マトリックス 

 1( )T TA A A A+ -=  (q) 

を用いて 

 y A b+=  (r) 

と得られるから、式(p1)の解は 

 

1
2

21

sin
cos

sin
cos

T T
T

T T T

uY
y Y Y Y Y Y

Y

u
Y Y YY Y Y Y

f
f

f
f

-

-

é ùé ù é ùê úê úé ù é ù ê ú= ê úê ú ê úê úë û ë û ê úê úê ú ë ûë ûë û
é ùé ù é ù ê ú= +ê ú ê úë û ë û ê úë û





 



  

 (s) 

となる。ここでY Y e= と書けるから、 

 
2 2

( )T T T TY Y YY Y e e ee Y I+ = + =
 

 

   (t) 

となる。ただし eはY 方向を向く単位ベクトルである。式(s)に(t)を用いると 

 sin
sin cos ( sin cos )

cos
T Tu

y Y Y Y u Y u I Y
f

f f f f
f

é ùé ù ê ú= = + = +ê úë û ê úë û
 

  (u1) 

を得る。よって式(n1)を用いて 

 ( sin cos ) ( sin cos )u uy u I P X u P Xf f f f= + = +   (u2) 

となる。ただし式(c)の関係式 uuP u= を用いた。この式を(l4)に代入すると 

 

( )
( ) ( sin cos )
[ (1 cos ) sin ]
[ (1 cos ) sin ]

u

u u

u

x I P X y
I P X u P X
I P u X
I uu u X

f f
f f
f f

= - +
= - + +
= - - +
= + - +





  

 (l5) 

を得る。ただし式(b1)の性質 T T
uP I u u u uº - =  を用いた。式(d1)より 

 x R X=     

であるから、この式と式(l5)を比較して 
 (1 cos ) sinR I uu uf f= + - +    (v1) 
 cos (1 cos ) sinTI u u uf f f= + - +   (v2) 
 ( )cos sinT Tuu I uu uf f= + - +   (v3) 

と書ける。式(v3)は本文の式(4.37a)と一致する。 

 解析的に順をおって R の導出を行ってきたが、補図4.3.2の幾何学的な特性から式

(u1)の関係式 
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 ( sin cos ) sin cosy u I Y uY Yf f f f= + = +   (u1) 

は直ちに得られる。すなわち補図4.3.3(補図4.3.2を回転軸に沿って上から下方向に見

た図)の幾何学的な関係より 

 sin cos sin cosy u Y Y y uY Yf f f f= ´ + Þ = +
 

 

  (w) 

を得る。この式の第二式は式(u1)そのものである。 

 

y
  f  

cosY f


 

補図4.3.3  純粋の有限回転 

Y


 

sinu Y f´




 


